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The Electron-Density Quotient of Diatomic Molecules 

II. Application of the Theory to Molecules and Calculation of the Electron-Density Quotient 
as a Function of the Internuclear Distance 

The electron-density quotient of diatomic molecules (DO,) is discussed as a function of the inter- 
nuclear distance R: 

The DQ of molecules with one electron is calculated both exactly and by a perturbational approach 
using 2- and #-theory. An R-expansion of this DQ is derived. 

The DQ of the molecules Hell +, Hell and Hel l -  are calculated numerically by a perturbational 
approach and by a SCF-calculation. An R-expansion of DQ is obtained, using these numerical results. 

Finally, an R-expansion of the DQ is derived valid for all diatomic molecules. For this purpose 
Byers-Browns /~-theory was used with neglect of the electronic interaction and restriction to zero- 
order wave functions. 

Es wird der Elektronendichtequotient zweiatomiger Molektile (DQ) in Abh~ingigkeit vom Kern- 
abstand R untersucht: 

Fiir Molektile mit einem Elektron wird der DQ exakt und st/Srungstheoretisch mittels 2- und 
p-Theorie berechnet und eine R-Entwicklung angegeben. 

Ftir die Molekiile Hell +, Hell und Hell wird der DQ durch numerische Verfahren st6rungs- 
theoretisch bzw. durch eine SCF-Rechnung bestimmt und aus den Resultaten eine R-Entwicklung 
ermittelt. 

SchlieBlich wird eine R-Entwicklung des DQ ftir beliebige zweiatomige Molekiile mittels der 
Byers-Brownschen #-Theorie nullter N~iherung unter Vernachliissigung der elektronischen Wechsel- 
wirkung hergeleitet. Das Resultat wird mit den durch numerische Rechnungen gewonnenen Er- 
gebnissen verglichen. 

1. Theorie 

In Tell I dieser Arbeit [1] (im folgenden mit I zitiert) haben wir den Elektronen- 
dichtequotienten (DQ) zweiatomiger Molektile eingefiihrt und gezeigt, wie man  
den. DQ st6rnngstheoretisch berechnen kann. Nachdem diese St6rungstheorie 
dor t  lediglich fiir das 6-Modell  durchgefiihrt worden ist, wollen wir den DQ nun 
auch ffir Molektile berechnen. 

Zun/~chst stellen wit jedoch noch  einmal die ftir die Rechnungen grundlegenden 
Gleichungen zusammen:  

Es sei AB ein zweiatomiges Molekiil mit den Kernladungen Z A und Z B 
(wobei Z A > Z B gelte) mit der Gesamtkern ladung  Z = Z A + Z B und mit N Elek- 
tronen. Die Kerne m6gen sich an den Orten r a = 0 und r B = R befinden (vgl. 
Fig. 1 yon I), also einen Abstand R = [RI voneinander  haben. 7J(Vl . . . . .  rN) sei die 
zu diesem Molektil geh6rige elektronische Wellenfunktion, wobei r 1 . . . . .  r N die 
Ortsvektoren des 1-sten bis N-ten  Elektrons vom Kern A aus seien. D a n n  ver- 
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stehen wir unter dem DQ [vgl. I, G1. (3)] 

QB = {~] 7J(rl . . . . .  rN)I 2 dsl dz2 ... dzN}, l=r. (1) 

0A {51 ~ ( r l  . . . . .  rN)12 ds l  & 2  ... dzN},~:rA 

Dabei wird fiber die Ortskoordinaten des 2-ten bis N-ten Elektrons und fiber alle 
Spinkoordinaten integriert. 

Nun l~igt sich der DQ st6rungstheoretisch berechnen, indem man die Wellen- 
funktion 71 nach einem geeigneten St6rungsparameter entwickelt und den DQ 
nach (1) bestimmt. Verwenden wir als nullte N~iherung einer solchen St6rungs- 
entwicklung das zum Molekfil geh6rige ,,vereinigte Atom" (UA), so erhalten wir 
die 2-Entwicklung (2 = ZB/Z  ) der Wellenfunktion 7 ~, und der DQ schreibt sich 
nach (1) als [vgl. I, G1. (27)] 

QI3 _ {~1 ~ 0  -I- ) ~ 1  + 0(22)12 dsl  dz2 ... d'CN}r, =R (2a) 
0A {I[~'/0 d- ~t//1 -[-O(,~2)12ds1d'~2 ... dzN}r~=o 

Dabei ist ~/'o die UA-Funktion und 7Ja die St/3rungsfunktion erster Ordnung in 
der ,2-Theorie". 

Eine andere M6glichkeit zur st6rungstheoretischen Berechnung des DQ 
besteht darin, die Wellenfunktion 7 ~ mit dem Transformationsoperator 1 
A =  1 - 2 + 2 q P  aus einer neuen yon Byers-Brown [2] eingefiihrten Wellen- 
funktion ~v durch die Gleichung ~ = A ~p zu gewinnen. Auch ffir die Funktion ~p 
1/iBt sich eine St6rungsrechnung durchffihren, die in nullter N~iherung vom UA 
ausgeht. Wie yon Byers-Brown [-2] bzw. in I gezeigt wird, entwickelt man die 
Wellenfunktion lp dazu nach dem St6rungsparameter I~ = ZAZB/Z 2. 

Ffir den DQ folgt dann aus (1) [-vgl. I, G1. (28)] 

Q~ _ { ~ IA [-~Oo + #~pa + 0(#2)]12 dsl d ' c 2  . . .  dzN},~ = R (2b) 

0A {~IA [-Wo +/t~Pl +O(#2)]12dsldZ2 ... dzu},~=o 

~Po ist die UA-Funktion des Molekfils und daher mit 7% von G1. (2a) identisch. 
Wir brauchen deshalb zwischen ~o und ~o nicht zu unterscheiden und schreiben 
ffir beide Funktionen q~o. Das tva in G1. (2b) ist die StiSrungsfunktion erster Ord- 
nung in der/~-Theorie und ist von 7J~ verschieden. 

Die Funktionen q~o, iv1 und ~pl berechnen sich aus den Rayleigh-Schr6dinger- 
schen StiSrungsgleichungen, die in I in der Form [vgl. I (29a-c), (30a, b)] 

(Ho - Eo) q~o = 0, (3a) 

E~ = (q~o I VI 4~o), (3b) 

(Ho - Eo)q~ = l e a  - V(1 - pP)] 490, (3c) 

Jg~a ffir p = 0 (2-Theorie) 
(3d) / lpa ffir p = q (/~-Theorie) 

angegeben sind. Dabei ist H o der Hamiltonoperator des UA am Kern A [vgl. I, 
G1. (16)], E o der Energieeigenwert yon H o zur Eigenfunktion ~bo, E 1 die St6rungs- 
energie erster Ordnung in 2- und/~-Theorie und V der unter I G1. (17) angegebene 

1 Ffir die Bedeutung der Gr6Be q und des Operators P siehe I, GI. (10). 
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St~Srungsoperator. Mit G1. (3c) l~ifSt sich die St6rungsfunktion erster Ordnung  
sowohl flit die 2-Theorie (p = 0) als auch ftir die #-Theorie (p = q) bestimmen. 

Zur sttirungstheoretischen Berechnung des DQ sind also die St/Srungs- 
gleichungen (3a-c) zu liSsen und der DQ ist dann nach (2a, b) zu bestimmen. Wie 
schon in I festgelegt wurde, sprechen wir vom DQ nullter Ngtherung (OB/QA)0, wenn 
wit die 2- bzw. #-Entwicklung in (2a, b) nach der UA-Funkt ion abbrechen, und 
vom DQ erster Niiherung (~B/~A)I, wenn wir die St~Srungsentwicklungen jeweils 
nach der Funktion erster Ordnung abbrechen. 

2. D e r  D Q fiir E ine l ek tronenmolek i i l e  

Wir wollen den DQ zuniichst fiir Molekiile mit einem Elektron untersuchen. 
Bekanntlich ist die exakte Wellenfunktion fiir das Molekiil He l l  2+ yon Bates 
u. Carson [3] in Form eines Produktes dreier Faktoren hergeleitet worderr. 
Dabei  hiingt einer dieser Faktoren nur vom azimutalen Winkel und die beiden 
anderen yon je einer elliptischen Koordinate  ab. Mittels dieser exakten Wellen- 
funktion k6nnen wir den DQ nach (1) numerisch ffir verschiedene Kernabstiinde 
bestimmen. Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in Fig. 1 (,,exakte" Kurve) 
aufgetragen. 

Wie zu erwarten war, erhalten wir fiir den DQ eine Kurve, die fiir R ~ 0  gegen 1 
geht, die fiir R > 0 stets kleinere Werte als 1 hat und die ftir R ~ ~ gegen 0 geht. 
Die beiden erstgenannten Eigenschaften sind aufgrund der G1. (4) und (5) yon 
I zu erwarten, die letztgenannte ist - wie bereits in I erl~iutert - darauf zurtick- 
zuftihren, dab sich das eine Elektron fiir groBe R nur in der N~ihe eines Kernes 
aufhalten kann; daher geht die Dichte am anderen Kern - hier am Kern B 
- gegen 0. 

Nun Jst jedoch einer der Faktoren der exakten Wellenfunktion in der Arbeit 
von Bates und Carson als eine Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen an- 
gegeben, deren Entwicklungskoeffizienten sich aus einer Rekursionsformel er- 
geben. Daher  st/SBt es, anders als beim &-Modell, auf Schwierigkeiten, den im 
Prinzip bekannten exakten Ausdruck fiir den DQ nach dem Kernabstand R zu 
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Fig. 1. Der DQ von Hell 2+ als Funktion des Kernabstandes: ,,exakt" = exakte Kurve, ,,1 - 2R + 2R z'' 
=R-Entwicklung nach (13), ,2" bzw. ,,/~" = 2- bzw. p-St/Srungstheorie nullter N~iherung nach (12) 
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entwickeln. Wir wollen deshalb die R-Entwicklung aus stSrungstheoretischen 
(Jberlegungen gewinnen. 

Dazu sind die St6rungsgleichungen (3a-c) zu 16sen, und der DQ ist nach 
(2a, b) zu berechnen. Der Operator  des UA fiir beliebige Molektile mit einem 

Elektron Ho = - �89 A - Z / r  (4) 

ist der Hamiltonoperator  ffir wasserstoffiihnliche Atome mit der Kernladung Z 
in atomaren Einheiten. Als LSsung der StSrungsgleichung fiir E0 und q~o (3a) 
erhalten wir daher Energie und Wellenfunktion eines wasserstoff~ihnlichen Atoms, 
im Grundzustand also (vgl. z.B. [4], S. 84) 

Eo = - Z2/2 ; r = (Za/rc) a/z e-Zr.  (5a) 

Fiir die St6rungsenergie E 1 folgt dann durch Integration nach (3b) 

E 1 = Z 2 {1 - 1/(ZR)  + [1 + 1/(ZR)] e -  2ze}. (5b) 

Die L6sung von (3c) ftir die StSrungsfunktion erster Ordnung ist von Power 
([5], S. 102) explizit ffir den Fall p = 0 (d. h. fiir die 2-Theorie) und flit Z = 1 an- 
gegeben worden und hat ffir Z > 1 die Form 

T 1 = (Z3/zc) 1/2 e - z r .  F(~,tl) (6) 

wobei ~ und r/elliptische Koordinaten sind: 

r  [ R - r I ) / R ,  r/= ( r - I R - r I ) / R  (7) 

F(~,r/) ist dabei durch die folgende Gleichung gegeben: 

V(~,rl) = (E1/Z 2) [(~ + r/). Z R / 2  + In(1 + ~)] 
(8) 

+ [1 + (1 /ZR)]  { g 2 [ -  Z R ( 1  - t/)] - e-2zRY2[ZR(1 + t/)]} 

mit 

O(x) = (9) 
,=1 n . n !  

Wenn man auch die St6rungsfunktion erster Ordnung ftir die #-Theorie bestimmen 
mSchte, so braucht die G1. (3c) nicht erneut flit p = q gelSst zu werden. Denn 
zwischen den Funktionen T 1 und lp 1 besteht ftir q = + 1 der Zusammenhang 
(vgl. [5],S. 31) 

~1 = Ta + Soo r - P r  (10) 
mit 

Soo -- ( r  [P[ r  = [ l  + Z R  + (ZR)2/3] e -ZR . (11) 

Nach (10) erhalten wit daher mit (5a) und (6) ftir ip~- 

~Pl = (Z3/rc) 1/2 {e-ZrF(~,t l)  + Soo e -zr - e-Zfa-rl} �9 (5c) 

Wir berechnen nun den DQ in nullter N/~herung ftir die 2- und #-Theorie nach 
(2a, b). Nach einfacher Rechnung ergibt sich 

e-2ZR fiir die 2-Theorie 

o 
ZA + ZB e-  ZR ffir die #-Theorie.  
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Das Ergebnis ist offenbar identisch mit der entsprechenden Rechnung am 6- 
Modell [vgl. I, G1. (52)3. Daher bekommen wir auch dieselbe R-Entwicklung wie 
beim 6-Modell: 

( ~A) { l l -  2ZR + O(R2) 
0 = -- 2(Z g -- ZB)R + 2(Z g - ZB) 2 R 2 + 0(R 3) 

(2-Theorie) 
(13) 

(#-Theorie). 

Die Ubereinstimmung mit den Resultaten ftir das 6-Modell Rigt uns vermuten, 
dab die mittels der #-Theorie gewonnene R-Entwicklung genau wie beim 8-Modell 
[vgl. I, G1. (53a, b)] bereits bis zum in R quadratischen Glied einschlieBlich 
korrekt ist; d. h., diese Entwicklung wird durch die Berticksichtigung der St/Srungs- 
funktion ~pl nicht mehr ver~indert. 

Um dies nachzupriifen, berechnen wir den DQ erster N~iherung, nunmehr 
jedoch nur in der #-Theorie. Setzen wir (5a) und (5c) in (2b) ein, so erhalten wir 
unter Berticksichtigung yon (7) als DQ erster Niiherung der #-Theorie: 

mit 

und 

(eB/eA)I = (Z A ~ + ZB~)/(Z A~ + Z ~ )  

=- e -zR + #[e-ZRF(1, 1) + Soo e -zR - 1] 

fl = 1 + #IF( l ,  - 1) + Soo - e -zR] �9 

(14) 

Setzen wir F u n d  Soo gem/iB (8) und (11) in (14) ein und entwickeln dann nach R, 
so folgt 

(QB/OA)I = 1 -- 2(Z a -- ZB)R + 2(Z A - Z~) 2 R 2 + 0(R a) (fiir die #-Theorie). (15) 

Unsere Vermutung best~itigt sich also. 
Strenggenommen miigte nun noch bewiesen werden, dab die Entwicklung 

(15) durch die Beriicksichtigung der St/Srungsfunktionen h~Sherer Ordnung, 
niimlich ~P2, ~Pa .... nicht mehr ver~indert wird; aber fiir eine ,,verniinftige" 
StiSrungstheorie sollte es nicht m6glich sein, dab die St6rungsfunktionen ~2,~P3 .... 
die Entwicklung (13) noch beeinflussen, wenn diese bereits von ~1 unver~indert 
gelassen wird. 

Zudem werden die G1. (13) und (15) durch die numerische Berechnung des 
DQ aus der exakten Wellenfunktion fiir He l l  2§ best~itigt: In Fig. 1 ist neben der 
Kurve far den exakten DQ auch die R-Entwicklung nach G1. (15) eingezeichnet. 
Offensichtlich verhalten sich beide Kurven far R ~ 0 gleich. Noch besser stimmen 
in Fig. 1 die Kurve des DQ nullter N~iherung der #-Theorie nach G1. (12) - zu 
dessen Berechnung nur die Kenntnis der UA-Funktion niStig i s t -  und die exakte 
Kurve iiberein. 

Die #-Theorie ist demnach auch Rir die Berechnung des DQ bei Einelektronen- 
molekiilen recht gee!gnet. Dies wird besonders deutlich im Vergleich mit der 
2-Theorie: Der DQ nullter N~iherung in der 2-Theorie nach G1. (12), der in Fig. 1 
graphisch dargestellt ist, verh~ilt sich fiir kleine bis mittlere Kernabst~inde v/fllig 
falsch. 

Wir sehen also, dab die Qualitiit von 2- und #-Theorie fiir Einelektronen- 
molektile genau wie beim 6-Modell ausf~.llt. 
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3. Numerisehe Bereehnung des D Q flit Molekiile mit mehreren Elektronen 

Beim 6-Modell und bei Molektilen mit einem Elektron war es m6glich, die 
St6rungsgleichungen (3a-c) exakt zu 16sen und dann eine R-Entwicklung des 
D Q anzugeben. Bei Molektilen mit mehr als einem Elektron entf~illt diese M6glich- 
keit jedoch. Es lassen sich nicht einmal die Energie und die Wellenfunktion des 
UA exakt bestimmen. Wit sind daher auf numerische N~iherungsrechnungen 
angewiesen. 

Zur Berechnung des DQ sind also die St6rungsgleichungen (3a-c) durch 
geeignete Verfahren bei verschiedenen Kernabst~inden zu 16sen und der DQ 
dann in nullter und erster N/iherung nach (2a, b) zu bestimmen. Der Umfang der 
hier durchgefiihrten Rechnungen machte es erforderlich, die einzelnen Aufgaben 
zu programmieren und die Programme auf einer elektronischen Rechenmaschine 
auszuffihren. 

Wir wollen nun den DQ fiir das Molekiii Hell  + - als Repr/isentanten f'tir 
alle Molekiile mit zwei Elektronen - berechnen. Die UA-Funktion ~bo entwickeln 
wir nach natiirlichen Orbitalen 2 Zz (Abkiirzung: NO) 

4o = ~ 2izi(r,)zi(r2) (16) 
i 

und 16sen die G1. (3a) fiir den Grundzustand des UA Li § indem wir die NO's 
und die Entwicklungskoeffizienten 2i mit der Kutzelniggschen NO-Methode [7] 
berechnen. 

Als Basisfunktionen verwenden wir bei dieser Rechnung gruppierte Gauss- 
funktionen mit einer von Huzinaga [8] fiir das Li-Atom optimisierten Basis; 
dabei werden s- und p-Funktionen berficksichtigt. 

Ftir die St6rungsfunktion erster Ordnung machen wir einen Ansatz der Form 3 

(91 ~- Z CijtPi(rx)~j(r2)" (17) 
i , j  

Die Funktionen r&(r) sind noch vorzugebende Basisfunktionen; wir rechnen 
wieder mit gruppierten Gaul3funktionen, die am Kern A zentriert sind, also mit 
Einzentrenfunktionen. Die Koeffizienten % erhalten wir, indem wir die Differential- 
gleichung fiJr ~b 1 (3c) von links mit gok(rl)r?l(r2) multiplizieren und fiber r 1 und r 2 
integrieren. Damit iiberfiJhren wir (3c) auf ein lineares, inhomogenes algebrai- 
sches Gleichungssystem: 

cig ( rPk(r l)rPt (r2)lHo -- Eo lrPi(r l)rP ~(r 2) ) 
~'~ (18) 

= (%(rl)cPz (r2)lE1 - V(1 -pV)lq~o) �9 

Zur L6sung von G1. (18) und der Bestimmung des DQ nach (2a) und (2b) war ein 
Rechenprogramm neu zu entwickeln. Die Resultate der mit diesem Programm 
durchgeffihrten Rechnungen, n~imlich die Werte des DQ ftir versehiedene Kern- 
abst~inde, sind in Fig. 2 in nullter N~iherung und Fig. 3 in erster N~iherung auf- 
getragen (2- und #-Kurve). 

2 Der  Begriff ,,natiirliehes Orbital" geht auf L6wdin [6] zuriick. 
s Man kann sich den Ansatz (17) aus einer Entwieklung der Zweielektronenfunktion q5i nach 

zweireihigen Slaterdeterminanten entstanden denken. (17) ist gerade der Ortsanteil dieser Entwieklung. 
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Fig. 2. Der DQ von Hell + als Funktion des Kernabstandes: ,,SCF" = SCF-Kurve, ,,1- 2R + 2R 2'' 
= R-Entwicklung nach (32), ,2" bzw. ,,#" = 2- bzw. #-StiSrungstheorie nullter Niiherung 
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Fig. 3. Der DQ yon Hell + als Funktion des Kernabstandes: ,,SCF" = SCF-Kurve, ,,1- 2R + 2R 2" 
= R-Entwicklung nach (32), ,,2" bzw. ,,#" = 2- bzw./t-St6rungstheorie erster N~iherung 

D a  sich der DQ fiir H e l l  + nicht exakt berechnen l~il3t, wurde er zum Vergleich 
mit den st6rungstheoretisch ermittelten Werten auch mit  einer Har t ree-Fock-  
Wellenfunktion durch eine SCF-Rechnung  bestimmt. Eine Basis aus gruppierten 
GauBfunkt ionen haben wir dafiir yon Huzinaga  [9] t ibernommen. Die so be- 
stimmte SCF-Kurve  ist ebenfalls in Fig. 2 und Fig. 3 eingetragen. 

Ferner  ist in Fig. 2 und Fig. 3 auch die unter G1. (32) angegebene R-Entwick-  
lung des DQ fiir H e l l  § eingezeichnet. 

Als Repriisentanten der zweiatomigen Molektile mit drei Elektronen betrach- 
ten wir das Molekiil  Hel l .  Fiir die UA-Funkt ion ,  d. h. ftir die L6sung von G1. (3a), 
nehmen wir die Har t ree-Fock-Wel lenfunkt ion  des Li-Atoms von Clementi [10]. 
Den  mit dieser Funk t ion  ~b 0 nach (2a, b) berechneten DQ nullter N~iherung haben 
wir in Fig. 4 aufgetragen. Die unter G1. (32) angegebene R-Entwicklung ist far das 
Molektil  H e l l  in Fig. 4 ebenfalls graphisch dargestellt. 

Als Repr~isentanten der zweiatomigen Molektile mit vier Elektronen wiihlen 
wit  das Anion H e l l -  und best immen dessen DQ durch eine SCF-Rechnung.  
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Fig. 4. Der DQ von Hell als Funktion des Kernabstandes: , ,1- 2R + 133/68R2"= R-Entwicklung 

nach (32), ,,2" bzw. ,,#" = 2- bzw./~-St6rungstheorie nullter Ngherung 
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Fig. 5. Der DQ von Hell-  als Funktion des Kernabstandes: ,,SCF" = SCF-Kurve, ,,1 - 2R + 23/12R 2'' 
= R-Entwicklung nach (32) 

Dabe i  wird wieder dieselbe Basis von Huz inaga  [9] wie bei der SCF-Rechnung  
ftir H e l l  § verwendet.  Die zugeh6rige Kurve  ist in Fig. 5 dargestell t  und wird mit  
der unter  (32) angegebenen R-Entwick lung  des DQ verglichen. 

4 .  D i s k u s s i o n  d e r  E r g e b n i s s e  

Wie schon be im 6-Model l  und bei Moleki i len mit  e inem Elektron,  so ersehen 
wir aus dem Vergleich von #- und S C F - K u r v e  in Fig. 2 und Fig. 3, dal3 die #-Theor ie  
eine geeignete Me thode  zur Berechnung des DQ auch bei Molekti len mit  zwei 
Elek t ronen  ist, jedenfalls ftir kleine bis mit t lere  Kernabst / inde.  Fiir diesen Bereich 
beschreibt  d ie /~-Kurve das Verhal ten  des DQ niimlich relativ gut. Dagegen ist die 
2-Theorie  zur Berechnung des DQ offenbar  wenig geeignet, denn die 2 -Kurven  
(s. Fig. 2 und Fig. 3) haben  selbst far Heine  R v611ig falsches Verhalten. 

Auffallend ist noch, dab  die #-Theor ie  in erster N/iherung des DQ etwas 
schlechtere Resultate  liefert als in nullter N/ iherung (vgl. Fig, 2 und Fig. 3). Dies 
ist vermut l ich  auf  die Einzentr igkeit  der Basisentwicklung von ~b~ zurtickzu- 
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ffihren und ist kein prinzipieller Defekt der/~-Theorie. Denn beim 6-Modell, wo 
ja 4>o und 4)~ exakt bestimmt werden k6nnen (vgl. I), ist der DQ in erster Niiherung 
besser als in nullter N~iherung, wie es sein sollte (vgl. I, Fig. 6 und Fig. 7). 

Fiir den DQ yon Hel l  steht uns keine Vergleichsrechnung zur Verffigung; 
wir wollen aber dennoch annehmen, dab die oben diskutierten Eigenschaften 
der #-Theorie auch hier gelten und die Kurve der #-Theorie nullter N~iherung 
also das richtige Verhalten far kleine R besitzt. 

Als wesentliche Aussage entnehmen wir sodann den #-Kurven der Figuren 
1-4, dab sich der DQ flit die Molekiile Hel l  2+, Hel l  + und Hel l  ftir kleine R wie 

0B/0A = 1 - 2R + 0(R 2) (19) 

verh~_lt, was an den jeweils mit eingezeichneten R-Entwicklungen abzulesen ist. 
Die G1. (19) ist ein Spezialfall der allgemeineren - fiir Einelektronenmolektile 
unter (13) bereits bewiesenen - Gleichung 

QB/0A = 1 - 2(Z A -- ZB)R + 0(R 2) (20) 

In dieser Beziehung dffickt sich fiir hinreichend kleine Kernabst~inde R die Tat- 
sache aus, dab die Elektronendichte am Kern A, also am Kern mit der gr/SBeren 
Ladung, gr6Ber ist als am Kern B. Unsere Vermutung aus I G1. (5), die wir dort 
durch die Ungleichung CB/r < 1 formuliert haben, finden wir damit bestStigt. 

5. Die R-Entwieklung des D Q bei Mehrelektronenmolekiilen 

Nachdem wir an Hand numerischer Rechnungen gesehen haben, dab fiir den 
DQ eine R-Entwicklung der Form (20) besteht, wollen wit diese Entwicklung nun 
durch analytische Oberlegungen begrtinden. Dazu verwenden wir die #-Theorie 
in nullter N~iherung, denn diese hat sich sowohl beim b-Modell als auch bei 
Molektilen mit ein und zwei Elektronen als geeignet erwiesen. 

Ffir den DQ gilt in der/~-Theorie nach (2b) in nullter N~herung 

{~B~ {~'A4)ol2dsldz2 ...dZN}rl=R 
(21) 

~ JoOs = {~lA4)o]2dsadzg...dZN}~:o ' 

wobei 4)o eine L/Ssung yon (3a) ist, also eine Wellenfunktion des UA. Setzen wir 
den Operator A = 1 - 2 + 2qP [vgl. I, G1. (21)] in (21) ein, so folgt mit der Ab- 
ktirzung dz' = ds x dz2 ... dzN 

mit 

(gB/~A)0 = ~o(rx = R)/~o(r l  = o) 

~o(rl): ----- (1 -- 2) 2 ~ 4)o4)~dz' + 2(1 - 2)q ~ [4)0 P4)~ + 4)* P4)o] dz' 
+ 22 ~ n4)o(n4)*) d~'. (22) 

Die UA-Funktion ffir Mehrelektronenmolektile l~iBt sich jedoch nicht exakt 
bestimmen. Um die Rechnung dennoch in einfacher Weise fortffihren zu k6n- 
nen, vernachl~ssigen wir die elektronische Wechselwirkung im Operator H o. 
Eine Rechtfertigung flit dieses Vorgehen werden wir an sp~iterer Stelle geben. 
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Mit der Vernachl~issigung zerNllt der Operator Ho des UA in eine Summe von 
Einteilchenoperatoren ftir wasserstoff, ihnliche Atome der Kernladung Z, also 
in eine Summe yon Operatoren der Form (4). Wir k6nnen ~b 0 daher als anti- 
symmetrisiertes Produkt yon wasserstofRihnlichen Spinorbitalen ~Pl . . . . .  ~pN 4, also 
als Slaterdeterminante schreiben: 

mit 
4o = I~Pl ... ~NI 

{~, ftir msi = 1/2 
~Pi=~~ fi, fiir m s i = - l / 2  

( i= 1 , . . . ,N) .  

(23) 

Dabei sind q~l ..... q~N 4 die wasserstoff~ihnlichen Ortsfunktionen. Bekanntlich sind 
diese orthonormiert; daher sind auch die Spinorbitale ~p~ orthonormiert, so dab 
die fiir das Rechnen mit Slaterdeterminanten bekannte Gleichung (vgl. z.B. 
Kotani [12], S. 49) 

4)o(a* dz' = ~ -  q);(rl) ~o*(rl) (24a) 
i=1  

gilt. Daraus folgt sofort durch Koordinatentranslation 

~-- N 1 q)i(R- I (POlo) (Pq~o)*  d't" = _~ rl) Cr (R - r , ) .  (24b) 
i -  

Nicht so unmittelbar einzusehen ist die Gleichung (Beweis: [13]) 

[qSoe~b* + ~Se~o]dz' 
1 ~ ~ ~J 

------~- z.~ (--1) j*i [~oi(rl)qg*(R-rl)+Cp*(rl)q~i(R-ra)]+cR+O(R2). (24c) 
i=1 

Die Gr/513en lj (j= 1 . . . . .  N) in (24c) sind die Bahndrehimpulsquantenzahlen der 
Orbitalfunktionen cpj; c ist eine beziiglich R konstante Gr6Be, die yon N und dem 
Besetzungszustand der Slaterdeterminante abh~ingt, deren genaue Kenntnis sich 
jedoch erfibrigt. 

Setzen wir nun die G1. (24a-c) und 2 = Zf fZ  in (22) ein, so l~iBt sich der DQ 
mit der Abkfirzung 

E lj 
fI(ZA, ZB, R) = Z2lcpi(R)l 2 + ZAZBq ( -  1) j*i [cp*(0)cp~(R) + c#*(R)~pi(0)] 

(25) 
+ Z2B[~o~(O)I 2 

in der Form 
N 

( 1 / Z 2 )  Z fI(ZA, Z, ,  R) + cR + 0(R 2) 

(Off~ = ,:1 ~ (26) 
o (1/Z 2) ~ fi(ZB, ZA, R)+cR+O(R 2) 

i=1 

schreiben. Wir suchen nun die R-Entwicklung dieses Ausdrucks. Dazu bilden wir 
zun~ichst die R-Entwicklung yon fi(ZA, ZB, R) : 

4 Die Indices 1 ..... Nvon~p(bzw. q~)stehendabeifiirdieQuantenzahlenni,li,miundm~i(i=l . . . . .  N). 
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Statt der abgektirzten Schreibweise q0 i fiir die wasserstoff~ihnlichen Funktionen 
notieren wir nun ausfiihrlicher r 0, ~b), wobei r, 0, q~ Kugelkoordinaten mit 
dem UA als Zentrum sind. Wir denken sie uns so gewhhlt, dab 0 = 0 einem Punkt 
auf der Kernverbindungslinie entspricht. Daher gilt: 

~,(o) = q, . . , . . ,  (o,o, 4,), 

r  = (P.,hr~, (R, O, r ) . 

Aus der expliziten Form der wasserstoff~ihnlichen Funktionen (s. z.B. [4], S. 84) 
kann man leicht herleiten: 

q~ nlm (0,0, ~b) = (Z3 /rcn3) 1/2 ~lO(~mO, 

cp,,om(R,O, ~9) = (Z3/z tn3)  1/21-1 - Z R  + 0(R2)  "] 6too, 

(p,,t,,,(R,O,4))=O(R ~) fiir l > l .  

(27a) 

(27b) 

(27c) 

Setzen wir (27a-c) in (25) ein, wobei die F~ille l =  0 und l >  1 gesondert be- 
trachtet werden, so erhalten wir schlieBlich 

f E lj 
fi(ZA, Z , ,R)  = (Z3/~n 3) ~[Z A + q ( -  1) / ZB'] 2 

r ~J ) (28) 

- 2ZAZR [ZA + q(-- 1) j ZB]~ 6t,O + 0(R2)  �9 

Nun mtissen wir uns noch iiberlegen, ob q = + 1 oder q = - 1 ist [q = Eigenwert 
yon Q, vgl. I, GI. (14), (15)1. In I hatten wir gesehen, dab q die elektronische Paritht 
des UA-Zustandes ist. Nun gilt aber fiir die Slaterdeterminante ~bo bei R ~ 0  
wegen der elektronischen Paritiit der Orbitalfunktionen qh: 

Y lj 

Q(ao = Pr = ( -  1) j r  (29) 

El j  
Die Paritiit des UA-Zustandes q~o ist also q = ( -  1) ) , so dab aus (28) folgt (wegen 
q2 = 1) 

fi(ZA, ZB, R) = ( Z 3 / : g n  3) ( ( Z  A -F- ZB)  2 - -  2 Z A Z R ( Z  A + ZB) } ~liO "3c" 0(R2), 

was mit Z = Z A + ZB in 

fi(ZA, ZB, R) = (zS/nn 3) (1 - 2ZAR ) bz,o + 0(R2) (30) 

iibergeht. Setzen wir (30) in (26) ein, so ergibt sich fiir den DQ 
N 

( 1  - 2ZA R) ~ (Z3 6t,o/Trn~) + cR + 0(R z) 

(1 - 2ZBRI  y .  (Z3~,o/~n2)  + cR  + O(R 2) 
i = l  

und als R-Entwicklung dieses Ausdrucks schlieBlich 

(~B/QA)0 -~- 1 - -  2(Z g - ZB) R + 0(R2). (31) 
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Wie wir sehen, h~ingt der Koeffizient des in R linearen Gliedes iiberhaupt nicht 
von den Gr613en ni, l~,m i und c a b ;  (31) gilt somit fiir beliebige Besetzung der 
Slaterdeterminante (23) mit wasserstoff~ihnlichen Funktionen. Zudem haben wir 
mit (31) genau die gleiche R-Entwicklung des DQ erhalten wie durch die numeri- 
schen Rechnungen [vgl. G1. (20)]. 

Die Ubereinstimmung der R-Entwicklungen, die wir durch die numerischen 
Rechnungen und die soeben durchgeftihrten Betrachtungen gefunden haben, ist 
gerade die Rechtfertigung dafiir, dab die elektronische Wechselwirkung vernach- 
1/issigt werden darf. Bei der numerischen Berechnung des DQ fiir Hel l  + wurde 
die Wechselwirkung nfimlich mit der NO-Entwicklung (16) in nullter und mit 
G1. (17) in erster N/iherung berficksichtigt. Das Resultat (20) ist jedoch das 91eiche 
wie bei Vernachl~issigung der Wechselwirkung [G1. (31)]. 

Wir k6nnen die R-Entwicklung des DQ mittels #-Theorie nullter N~iherung 
auch bis zum in R quadratischen Glied ausfiihren. Dazu ist das Integral (24c) 
explizit zu 16sen. Ohne auf die zahlreichen Einzelheiten der Integralberechnungen 
und der Reihenentwicklungen einzugehen, geben wir das Ergebnis ftir Molekiile 
mit zwei, drei und vier Elektronen [zum Vergleich auch ftir solche mit nur einem 
Elektron nach G1. (13)] im Grundzustand an: 

(OB/~A)0 = 1 -- 2(Z A -- Z~)R 

Z A -  Zs fiir ein Elektron 

2 |ZA -- ZB fiir zwei Elektronen 

+ 2(Z A - ZB) R "J ZA -- ZB -- Z/136 ftir drei Elektronen (32) 
/ 
LZA -- ZB -- Z/72 ftir vier Elektronen 

+ 0(R3). 

Die zu (32) geh6rigen Kurven sind, wie schon oben erw/ihnt, in Fig. 1-5 jeweils 
ftir Z A = 2, Z B = 1 m i t  eingetragen. Vergleichen wir die Kurven von Fig. 2-5 
untereinander, so stellen wir folgendes lest: 

1) Die Kurve, die zur G1. (32) ftir Molekiile mit zwei Elektronen geh6rt, 
verh~ilt sich Rir kleine Kernabst/inde wie d i e -  unter Berticksichtigung der Wechsel- 
wirkung durch numerische Rechnungen gewonnenen - Kurven der /z-Theorie 
nullter und erster N~iherung (s. Fig. 2 und Fig. 3). Wir diirfen deshalb die Ver- 
nachliissigung der Wechselwirkung auch bei der Ableitung der G1. (32) als ge- 

rechtfertigt betrachten. 
2) Die zur R-Entwicklung ftir Molektile mit vier Elektronen geh6rige Kurve 

verNilt sich ftir kleine Kernabsti~nde ann~ihernd wie die zum Vergleich einge- 
zeichnete SCF-Kurve (s. Fig. 5). 

Diese Tatsachen best~rken uns im Vertrauen auf die Zuverl/issigkeit der 
G1. (32). AuBerdem scheint sich nun auch ftir Molekiile mit mehreren Elektronen 
zu best~tigen, dab man mit der #-Theorie die richtige Entwicklung des DQ ein- 
schlieBich des in R quadratischen Gliedes erh~ilt, wenn man nur die UA-Funktion 
~b o kennt. Dieser Sachverhalt ist uns bereits vom 6-Modell und von Einelektronen- 
molektilen her gel~iufig. 

Ein wesentliches Resultat dieser Arbeit wollen wir nun aber noch besonders 
hervorheben: 
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Der Koeffizient des in R linearen Gliedes bei der Entwicklung des DQ nach 
dem Kernabstand, n~imlich -2(ZA--ZB) ist -jedenfalls im Rahmen der hier 
gemachten N~iherungen (d.h. Vernachl~issigung der Wechselwirkung und der 
ausschliel31ichen Verwendung der UA-Funktion zur Berechnung des DQ) - eine 
universelle Grtil3e fiir alle zweiatomigen Molekiile Is. G1. (31), (32)]. Dagegen 
h~ingen die Koeffizienten der htiheren Potenzen von R vom speziellen Molekiil 
und yon seinem Anregungszustand ab. 

6. Reihenentwicklung des D Q t'dr grofle Kernabst/inde 

Die bisher diskutierten R-Reihenentwicklungen des DQ k/3nnen das Ver- 
halten des DQ ihrer Natur nach nur fiir kleine R beschreiben. Um eine gute Be- 
schreibung auch flit 9rofSe R zu erhalten, hat man nach einer geeigneten Funkfion 
von R zu entwickeln. 

So entwickelt z.B. Robinson [11] den in I diskutierten Energieparameter cq 
des 6-Modells nach Potenzen von exp ( -  2ZAR): 

C+ 1 = ZA + [ Z A Z B / ( Z A  -- ZB)] e -  2ZA R 

- [2R + 1 / (Z  A - Z B )  ] [ Z A Z B / ( Z  A - - Z B ) ]  2 e -4zAR 

+ 0(e- 6zA R). 

Mit G1. (40) von I folgt hieraus fiir den DQ 

~AQB _ (zAZ~-zB) 2 e-EZ~R 1--2 R +  ZA ZB ZA--ZB 
(33) 

+ 0(e- 4zA R)}. 
Es ware zu untersuchen, ob sich ftir den DQ von Molekiilen auch eine Entwicklung 
nach exp ( -2ZAR ) finden l~il3t. M6glicherweise ergibt sich dafiir eine van der 
Waals-Entwicklung, also eine solche nach Potenzen yon 1/R. Wir kiSnnen jedoch 
dartiber an dieser Stelle noch keine fundierten Aussagen machen. 

Diese Arbeit wurde unterstiitzt aus Mitteln der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen 
des Schwerpunktprogramms ,,Theoretische Chemie". 

Wir danken Herrn V. Dyczmons, der uns freundlicherweise das bei den numerischen Rechnungen 
ben~Stigte SCF- und NO-Programm zur Verfiigung stellte. 

Alle numerischen Rechnungen wurden auf der Anlage UNIVAC 1108 der ,,Gesellschaft ftir wissen- 
schaftliche Datenverarbeitung mbH G/Sttingen" durchgeffihrt. 
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