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The Electron-Density Quotient of Diatomic Molecules

I1. Application of the Theory to Molecules and Calculation of the Electron-Density Quotient
as a Function of the Internuclear Distance

The electron-density quotient of diatomic molecules (D Q) is discussed as a function of the inter-
nuclear distance R:

The DQ of molecules with one electron is calculated both exactly and by a perturbational approach
using 1- and p-theory. An R-expansion of this DQ is derived.

The DQ of the molecules HeH™*, HeH and HeH ™ are calculated numerically by a perturbational
approach and by a SCF-calculation. An R-expansion of DQ is obtained, using these numerical results.

Finally, an R-expansion of the DQ is derived valid for all diatomic molecules. For this purpose
Byers-Browns p-theory was used with neglect of the electronic interaction and restriction to zero-
order wave functions.

Es wird der Elektronendichtequotient zweiatomiger Molekiile (DQ) in Abhidngigkeit vom Kern-
abstand R untersucht:

Fiir Molekiile mit einem Elektron wird der DQ exakt und storungstheoretisch mittels 1- und
u-Theorie berechnet und eine R-Entwicklung angegeben.

Fiir die Molekiile HeH*, HeH und HeH~ wird der DQ durch numerische Verfahren stérungs-
theoretisch bzw. durch eine SCF-Rechnung bestimmt und aus den Resultaten eine R-Entwicklung
ermittelt.

SchlieBlich wird eine R-Entwicklung des DQ fiir beliebige zweiatomige Molekiile mittels der
Byers-Brownschen u-Theorie nullter Naherung unter Vernachlidssigung der elektronischen Wechsel-
wirkung hergeleitet. Das Resultat wird mit den durch numerische Rechnungen gewonnenen Er-
gebnissen verglichen.

1. Theorie

In Teil I dieser Arbeit [ 1] (im folgenden mit I zitiert) haben wir den Elektronen-
dichtequotienten (DQ) zweiatomiger Molekiile eingefithrt und gezeigt, wie man
den. DQ storungstheoretisch berechnen kann. Nachdem diese Storungstheorie
dort lediglich fiir das d-Modell durchgefiihrt worden ist, wollen wir den DQ nun
auch fiir Molekiile berechnen.

Zunichst stellen wir jedoch noch einmal die fiir die Rechnungen grundlegenden
Gleichungen zusammen:

Es sei AB ein zweiatomiges Molekiil mit den Kernladungen Z, und Zg
(wobei Z, > Zp gelte) mit der Gesamtkernladung Z=2Z, + Z;; und mit N Elek-
tronen. Die Kerne mogen sich an den Orten #, =0 und ry= R befinden (vgl.
Fig. 1 von I), also einen Abstand R = |R} voneinander haben. ¥(r,, ..., ry) sei die
zu diesem Molekiil gehdrige elektronische Wellenfunktion, wobei ry, ..., ry die
Ortsvektoren des 1-sten bis N-ten Elektrons vom Kern A aus seien. Dann ver-
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stehen wir unter dem DQ [vgl. I, Gl (3)]

Q_B= {jIT(rla'--er)lzdsldTZ"'dTN}r1=rB
N {flT(rl,...,rN)lzdsldrz...d‘cN}“:,,A '

Dabei wird iiber die Ortskoordinaten des 2-ten bis N-ten Elektrons und iiber alle
Spinkoordinaten integriert.

Nun 14Bt sich der DQ stérungstheoretisch berechnen, indem man dic Wellen-
funktion ¥ nach einem geeigneten Stérungsparameter entwickelt und den DQ
nach (1) bestimmt. Verwenden wir als nullte Ndherung einer solchen Stdrungs-
entwicklung das zum Molekiil gehorige ,,vereinigte Atom* (UA), so erhalten wir
die A-Entwicklung (1= Z3/Z) der Wellenfunktion ¥, und der DQ schreibt sich
nach (1) als [vgl. I, GL (27)]

os  {[IPo+A¥, +00)2ds,dt, ... diy},, —r
0n  {UI¥o+A¥, +00D)|2ds dr, ... dig}y. g

Dabei ist ¥, die UA-Funktion und ¥, die Stérungsfunktion erster Ordnung in
der ,,A-Theorie“.

Eine andere Moglichkeit zur storungstheoretischen Berechnung des DQ
besteht darin, die Wellenfunktion ¥ mit dem Transformationsoperator®
A=1—-2+1qgP aus ciner neuen von Byers-Brown [2] eingefiihrten Wellen-
funktion y durch die Gleichung ¥ = Ay zu gewinnen. Auch fiir die Funktion
148t sich eine Storungsrechnung durchfiihren, die in nullter Niherung vom UA
ausgeht. Wie von Byers-Brown [2] bzw. in I gezeigt wird, entwickelt man die
Wellenfunktion ¢ dazu nach dem Stdrungsparameter u=Z, Zp/Z2

Fiir den DQ folgt dann aus (1) [vgl. I, Gl. (28)]

& _ {_“A[WO +l‘“'p1 +0(p’2)]|2dsl dTZ dTN}l‘1=R . (2b)

oa  {J14Lvo+pw; + 0|2 ds, dt, ... 1y}, —o
p, ist die UA-Funktion des Molekiils und daher mit ¥, von Gl (2a) identisch.
Wir brauchen deshalb zwischen ¥, und 1, nicht zu unterscheiden und schreiben
fir beide Funktionen ¢,. Das v, in Gl. (2b) ist die Stérungsfunktion erster Ord-
nung in der y-Theorie und ist von ¥, verschieden.
Die Funktionen ¢, ¥, und y, berechnen sich aus den Rayleigh-Schrodinger-
schen Stoérungsgleichungen, die in I in der Form [vgl. I (29a—c), (30a, b)]

1)

(2a)

(Ho— Eo)po=0, (3a)
E;={¢olV]¢o), (3b)
(Hy—Eog)¢py=[E,~ V(1 —-pP)l¢,, (3¢)

¥, fir =0 (A-Theorie
T W 6a)

p, fiir p=gq (u-Theorie)

angegeben sind. Dabei ist H, der Hamiltonoperator des UA am Kern A [vgl I,
Gl. (16)], E, der Energieeigenwert von H, zur Eigenfunktion ¢,, E; die Storungs-
energie erster Ordnung in A- und p-Theorie und V der unter I Gl. (17) angegebene

! Fiir die Bedeutung der GréBe g und des Operators P siche I, Gl. (10).
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Storungsoperator. Mit Gl. (3c) 4Bt sich die Stérungsfunktion erster Ordnung
sowohl fiir die A-Theorie (p =0) als auch fiir die y-Theorie (p = ¢) bestimmen.

Zur storungstheoretischen Berechnung des DQ sind also die Storungs-
gleichungen (3a-c) zu 16sen und der DQ ist dann nach (2a, b) zu bestimmen. Wie
schon in I festgelegt wurde, sprechen wir vom DQ nullter Ndherung (05/0,4)0, Wenn
wir die - bzw. uy-Entwicklung in (2a,b) nach der UA-Funktion abbrechen, und
vom DQ erster Niherung (05/04);, Wenn wir die Storungsentwicklungen jeweils
nach der Funktion erster Ordnung abbrechen.

2. Der DQ fiir Einelektronenmolekiile

Wir wollen den DQ zunéchst fiir Molekiile mit einem Elektron untersuchen.
Bekanntlich ist die exakte Wellenfunktion fiir das Molekiil HeH?* von Bates
u. Carson [3] in Form eines Produktes dreier Faktoren hergeleitet worderr.
Dabei hingt einer dieser Faktoren nur vom azimutalen Winkel und die beiden
anderen von je einer elliptischen Koordinate ab. Mittels dieser exakten Wellen-
funktion kénnen wir den DQ nach (1) numerisch fiir verschiedene Kernabstinde
bestimmen. Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in Fig. 1 (,exakte” Kurve)
aufgetragen.

Wie zu erwarten war, erhalten wir fiir den DQ eine Kurve, die fiir R—0 gegen 1
geht, die fiir R > 0 stets kieinere Werte als 1 hat und die fiir R — oo gegen 0 geht.
Die beiden erstgenannten Eigenschaften sind aufgrund der Gl. (4) und (5) von
I zu erwarten, die letztgenannte ist — wie bereits in I erldutert — darauf zuriick-
zufithren, daB sich das eine Elektron fiir grofie R nur in der Nihe eines Kernes
aufhalten kann; daher geht die Dichte am anderen Kern — hier am Kern B
— gegen 0.

Nun ist jedoch einer der Faktoren der exakten Wellenfunktion in der Arbeit
von Bates und Carson als eine Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen an-
gegeben, deren Entwicklungskoeffizienten sich aus einer Rekursionsformel er-
geben. Daher stoBt es, anders als beim §-Modell, auf Schwierigkeiten, den im
Prinzip bekannten exakten Ausdruck fiir den DQ nach dem Kernabstand R zu

1.0

| | 1 L |
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R [agl

Fig. 1. Der DQ von HeH?" als Funktion des Kernabstandes: , exaki“ = exakte Kurve, ,1 — 2R + 2R?*
= R-Entwicklung nach (13), ,A“ bzw. ,u“=1- bzw. p-Storungstheorie nullter Niherung nach (12)
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entwickeln. Wir wollen deshalb die R-Entwicklung aus stGrungstheoretischen
Uberlegungen gewinnen.

Dazu sind die Storungsgleichungen (3a—c) zu 16sen, und der DQ ist nach
(2a,b) zu berechnen. Der Operator des UA fiir beliebige Molekiile mit einem

FElektron Hy=—14-2/r 4

ist der Hamiltonoperator fiir wasserstoffihnliche Atome mit der Kernladung Z
in atomaren Einheiten. Als Losung der Stdrungsgleichung fiir E, und ¢, (3a)
erhalten wir daher Energie und Wellenfunktion eines wasserstoffdhnlichen Atoms,
im Grundzustand also (vgl. z.B. [4], S. 84)

Eo==7%2; $o=(Zn)"* e (52)
Fiir die Stérungsenergie E, folgt dann durch Integration nach (3b)
E,=Z*{1-1/(ZR)+ [1+ 1)(ZR)] e~ 228}, (5b)

Die Losung von (3¢) fiir die Storungsfunktion erster Ordnung ist von Power
(I'5], S. 102) explizit fiir den Fall p=0 (d. h. fiir die A-Theorie) und fiir Z=1 an-
gegeben worden und hat fiir Z2=1 die Form

¥, =(Z%m)'"? e % F(&n) (©6)
wobei £ und # elliptische Koordinaten sind:
{=@+[R-r])/R, n=F—|R-r|)R ()

F(¢&,n) ist dabei durch die folgende Gleichung gegeben:
FEn)=(E/Z*) [E+n) ZR2+In(1+ )]

8
L+ (VZR] QL ZR(U - )] — e RQ[ZRA+ )]}

mit - .
W= ©)

Wenn man auch die Stérungsfunktion erster Ordnung fiir die y-Theorie bestimmen
mochte, so braucht die Gl. (3c) nicht erneut fiir p=gq geldst zu werden. Denn
zwischen den Funktionen ¥, und v, besteht fiir g= + 1 der Zusammenhang

(vel. [31.5. 31) ¥1= P, + So0 b0 — Pho (10)
™ So0 = (bl Pldod = [1+ ZR +(ZR)*/3] e~ 7% (11)
Nach (10) erhalten wir daher mit (5a) und (6) fiir v, :

P = (2 e F(En) + Sog e~ % — e 2R 71} (50

Wir berechnen nun den DQ in nullter Ndherung fiir die - und u-Theorie nach
(2a,b). Nach einfacher Rechnung ergibt sich

e~ 2ZR fiir die A-Theorie

( 8 ) _ (12)
= -2R 2
2a/0 (%) fiir die u-Theorie .
A B¢
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Das Ergebnis ist offenbar identisch mit der entsprechenden Rechnung am J-
Modell [vgl. 1, Gl (52)]. Daher bekommen wir auch dieselbe R-Entwicklung wie
beim 5-Modell:

O 1—2ZR +0(R? (4-Theorie) 13)
(Q—A)O N {1 —2Zy—Zg)R+2Z, — Z)* R+ 0(R?) (u-Theorie) . ‘
Die Ubereinstimmung mit den Resultaten fiir das 6-Modell 1Bt uns vermuten,
daB die mittels der u-Theorie gewonnene R-Entwicklung genau wie beim §-Modell
[vgl. I, Gl (53a,b)] bereits bis zum in R quadratischen Glied einschlieBlich
korrektist; d. h., diese Entwicklung wird durch die Beriicksichtigung der Storungs-
funktion y, nicht mehr verdndert.

Um dies nachzupriifen, berechnen wir den DQ erster Naherung, nunmehr
jedoch nur in der p-Theorie. Setzen wir (5a) und (5¢) in (2b) ein, so erhalten wir
unter Beriicksichtigung von (7) als DQ erster Néherung der u-Theorie:

_ (en/0a)1 = (Z o+ ZyP)/(ZAB + Zya)
it a=e R+ ule ™ *RF(1,1)+ Spoe “R— 1] (14)

und
B=1+u[F(1,— 1)+ Sy, —e Z*].

Setzen wir F und S, gemiB (8) und (11) in (14) ein und entwickeln dann nach R,
so folgt

(08/0n)s =1~ 2Zs— ZR +2Z, — Zx)* R+ 0(R?) (fiir die p-Theorie).  (15)

Unsere Vermutung bestétigt sich also.

Strenggenommen miiBte nun noch bewiesen werden, dall die Entwicklung
(15) durch die Beriicksichtigung der Storungsfunktionen hoherer Ordnung,
ndmlich v,, v;,... nicht mehr verdindert wird; aber fiir eine ,verniinftige®
Storungstheorie sollte es nicht moglich sein, daB die Storungsfunktionen y,,v,,...
die Entwicklung (13) noch beeinflussen, wenn diese bereits von y; unverdndert
gelassen wird.

Zudem werden die Gl. (13) und (15) durch die numerische Berechnung des
DQ aus der exakten Wellenfunktion fiir HeH?" bestiitigt: In Fig. 1 ist neben der
Kurve fiir den exakten DQ auch die R-Entwicklung nach Gl. (15) eingezeichnet.
Offensichtlich verhalten sich beide Kurven fiir R— 0 gleich. Noch besser stimmen
in Fig. 1 die Kurve des DQ nullter Niherung der p-Theorie nach Gl. (12) — zu
dessen Berechnung nur die Kenntnis der UA-Funktion nétig ist — und die exakte
Kurve iiberein.

Die p-Theorie ist demnach auch fiir die Berechnung des D@ bei Einelektronen-
molekiilen recht geeignet. Dies wird besonders deutlich im Vergleich mit der
A-Theorie: Der DQ nullter Niherung in der 2-Theorie nach Gl (12), der in Fig. 1
graphisch dargestellt ist, verhilt sich fiir kleine bis mittlere Kernabstiinde vollig
falsch.

Wir sehen also, daB die Qualitdt von A- und p-Theorie fiir Einelektronen-
molekiile genau wic beim §-Modell ausfillt.
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3. Numerische Berechnung des D Q fiir Molekiile mit mehreren Elektronen

Beim 6-Modell und bei Molekiilen mit einem Elektron war es moglich, die
Storungsgleichungen (3a-c) exakt zu 16sen und dann eine R-Entwicklung des
DQ anzugeben. Bei Molekiilen mit mehr als einem Elektron entfallt diese Moglich-
keit jedoch. Es lassen sich nicht einmal die Energie und die Wellenfunktion des
UA exakt bestimmen. Wir sind daher auf numerische Niherungsrechnungen
angewiesen.

Zur Berechnung des DQ sind also die Storungsgleichungen (3a—c) durch
geeignete Verfahren bei verschiedenen Kernabstinden zu losen und der DQ
dann in nullter und erster Ndherung nach (2a, b) zu bestimmen. Der Umfang der
hier durchgefiihrten Rechnungen machte es erforderlich, die einzelnen Aufgaben
zu programmieren und die Programme auf einer elektronischen Rechenmaschine
auszufiihren.

Wir wollen nun den DQ fiir das Molekiil HeH" — als Représentanten fiir
alle Molekiile mit zwei Elektronen — berechnen. Die UA-Funktion ¢, entwickeln
wir nach natiirlichen Orbitalen? y; (Abkiirzung: NO)

o= Z Aixi(r)x(r2) (16)

und 18sen die Gl. (3a) fiir den Grundzustand des UA Li™, indem wir die NO’s
und die Entwicklungskoeffizienten A; mit der Kutzelniggschen NO-Methode [7]
berechnen.

Als Basisfunktionen verwenden wir bei dieser Rechnung gruppierte Gauss-
funktionen mit einer von Huzinaga [8] fiir das Li-Atom optimisierten Basis;
dabei werden s- und p-Funktionen beriicksichtigt.

Fiir die Stérungsfunktion erster Ordnung machen wir einen Ansatz der Form?

¢, = Z C;;0:(r) o (r,). (17)

Die Funktionen ¢,(r) sind noch vorzugebende Basisfunktionen; wir rechnen
wieder mit gruppierten GauBfunktionen, die am Kern A zentriert sind, also mit
Einzentrenfunktionen. Die K oeffizienten c;; erhalten wir, indem wir die Differential-
gleichung fiir ¢, (3¢) von links mit ¢, (r,)¢,(r,) multiplizieren und iiber r, und r,
integrieren. Damit {iberfithren wir (3c) auf ein lineares, inhomogenes algebrai-

sches Gleichungssystem:
Z Cij op(r)o, (r)|Hy — Eol¢i(”1)(/’j("2)>
i,J

=L))o, (r)|E; = V(1—pP)|do) .

Zur Lésung von Gl (18) und der Bestimmung des DQ nach (2a) und (2b) war ¢in
Rechenprogramm neu zu entwickeln. Die Resultate der mit diesem Programm
durchgefiihrten Rechnungen, nimlich die Werte des DQ fiir verschiedene Kern-
abstinde, sind in Fig. 2 in nullter Ndherung und Fig. 3 in erster Naherung auf-
getragen (A- und p-Kurve).

(18)

2 Der Begriff ,natiirliches Orbital“ geht auf Lowdin [6] zuriick.
3 Man kann sich den Ansatz (17) aus einer Entwicklung der Zweielektronenfunktion ¢, nach
zweireihigen Slaterdeterminanten entstanden denken. (17) ist gerade der Ortsanteil dieser Entwicklung.
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Fig. 2. Der DQ von HeH" als Funktion des Kernabstandes: ,,.SCF“ =SCF-Kurve, ,,1 — 2R + 2R?"
= R-Entwicklung nach (32), ,,A“ bzw. ,,u“ = A- bzw. u-Stérungstheorie nullter Niherung

I | 11 j
0 01 02 03 0z 05 06 07 08
R [agp]

Fig. 3. Der DQ von HeH™" als Funktion des Kernabstandes: ,,SCF“=SCF-Kurve, ,,1 — 2R + 2R2“
= R-Entwicklung nach (32), ,,A“ bzw. ,,u“ = - bzw. u-Stérungstheorie erster Niherung

Da sich der DQ fiir HeH ™ nicht exakt berechnen 146t, wurde er zum Vergleich
mit den storungstheoretisch ermittelten Werten auch mit einer Hartree-Fock-
Wellenfunktion durch eine SCF-Rechnung bestimmt. Eine Basis aus gruppierten
Gauffunktionen haben wir dafiir von Huzinaga [9] iibernommen. Die so be-
stimmte SCF-Kurve ist ebenfalls in Fig. 2 und Fig. 3 eingetragen.

Ferner ist in Fig. 2 und Fig. 3 auch die unter Gl. (32) angegebene R-Entwick-
lung des DQ fiir HeH" eingezeichnet.

Als Reprisentanten der zweiatomigen Molekiile mit drei Elektronen betrach-
ten wir das Molekiil HeH. Fiir die UA-Funktion, d.h. fiir die Losung von Gl. (3a),
nehmen wir die Hartree-Fock-Wellenfunktion des Li-Atoms von Clementi [10].
Den mit dieser Funktion ¢, nach (2a, b) berechneten DQ nullter Niherung haben
wir in Fig. 4 aufgetragen. Die unter Gl. (32) angegebene R-Entwicklung ist fiir das
Molekiil HeH in Fig. 4 ebenfalls graphisch dargestellt.

Als Reprisentanten der zweiatomigen Molekiile mit vier Elektronen wihlen
wir das Anion HeH™ und bestimmen dessen DQ durch eine SCF-Rechnung.
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Fig. 4. Der DQ von HeH als Funktion des Kernabstandes: ,,1 — 2R + 133/68 R*“ = R-Entwicklung
nach (32), ,,A“ bzw. ,,u" = 1- bzw. p-Storungstheorie nullter Ndherung

] l 1 i | L ]
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Fig. 5. Der DQ von HeH ™ als Funktion des Kernabstandes: ,,SCF* = SCF-Kurve, ,,1 — 2R + 23/12R?**
= R-Entwicklung nach (32)

Dabei wird wieder dieselbe Basis von Huzinaga [9] wie bei der SCF-Rechnung
fiir HeH* verwendet. Die zugehorige Kurve ist in Fig. 5 dargestellt und wird mit
der unter (32) angegebenen R-Entwicklung des DQ verglichen.

4. Diskussion der Ergebnisse

Wie schon beim -Modell und bei Molekiilen mit einem Elektron, so ersehen
wir aus dem Vergleich von u- und SCF-Kurve in Fig. 2 und Fig. 3, daB die u-Theorie
eine geeignete Methode zur Berechnung des DQ auch bei Molekiilen mit zwei
Elektronen ist, jedenfalls fiir kleine bis mittlere Kernabstinde. Fiir diesen Bereich
beschreibt die y-Kurve das Verhalten des DQ ndmlich relativ gut. Dagegen ist die
A-Theorie zur Berechnung des DQ offenbar wenig geeignet, denn die A-Kurven
(s. Fig. 2 und Fig. 3) haben selbst fiir kleine R vollig falsches Verhalten.

Auffallend ist noch, daBl die py-Theorie in erster Niherung des DQ etwas
schlechtere Resultate liefert als in nullter Ndherung (vgl. Fig. 2 und Fig. 3). Dies
ist vermutlich auf die Einzentrigkeit der Basisentwicklung von ¢, zuriickzu-
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fiihren und ist kein prinzipieller Defekt der y-Theorie. Denn beim §-Modell, wo
ja ¢, und ¢, exakt bestimmt werden kdnnen (vgl. I), ist der DQ in erster Nédherung
besser als in nuliter N#herung, wie es sein sollte (vgl. I, Fig. 6 und Fig. 7).

Fiir den DQ von HeH steht uns keine Vergleichsrechnung zur Verfiigung;
wir wollen aber dennoch annehmen, dal3 die oben diskutierten Eigenschaften
der p-Theorie auch hier gelten und die Kurve der y-Theorie nullter Naherung
also das richtige Verhalten fiir kleine R besitzt.

Als wesentliche Aussage entnehmen wir sodann den u-Kurven der Figuren
1-4, daB sich der DQ fiir die Molekiile HeH?*, HeH" und HeH fiir kleine R wie

08/0a=1-2R+ O(Rz) (19)

verhdlt, was an den jeweils mit eingezeichneten R-Entwicklungen abzulesen ist.
Die GL (19) ist ein Spezialfall der allgemeineren — fiir Einelektronenmolekiile
unter (13) bereits bewiesenen — Gleichung

0n/ea=1-2(Z5— Zg)R + 0(R?) (20)

In dieser Bezichung driickt sich fiir hinreichend kieine Kernabstinde R die Tat-
sache aus, daB die Elektronendichte am Kern A, also am Kern mit der groBeren
Ladung, groBer ist als am Kern B. Unsere Vermutung aus I Gl. (5), die wir dort
durch die Ungleichung gg/g, < 1 formuliert haben, finden wir damit bestitigt.

5. Die R-Entwicklung des D Q bei Mehrelektronenmolekiilen

Nachdem wir an Hand numerischer Rechnungen gesehen haben, da8 fiir den
DQ eine R-Entwicklung der Form (20) besteht, wollen wir diese Entwicklung nun
durch analytische Uberlegungen begriinden. Dazu verwenden wir die p-Theorie
in nullter Ndherung, denn diese hat sich sowohl beim §-Modell als auch bei
Molekiilen mit ein und zwei Flektronen als geeignet erwiesen.

Fir den DQ gilt in der u-Theorie nach (2b) in nullter Niherung

(@) _ {j|/1¢0|2d51d'52--~dTN}v1:R
2a /o {f|A¢o|2d51d’52---dTN}r1:0 ,
wobei ¢, einc Losung von (3a) ist, also eine Wellenfunktion des UA. Setzen wir

den Operator A=1—1+AgP [vgl. I, Gl (21)] in (21) ein, so folgt mit der Ab-
kiirzung d7v' =ds dt, ... dty

(1)

(08/0a)0=00(r1 =R)/0o(r, =0)
mit
Qo(r):=(1—21? [ ¢odptdr -+ (L — q | [dpo PP} + ¢p§ Pl dr’
+ A2 [Ppo(PopE)dr' .
Die UA-Funktion fiir Mehrelektronenmolekiile 148t sich jedoch nicht exakt
bestimmen. Um die Rechnung dennoch in einfacher Weise fortfithren zu kén-

nen, vernachldssigen wir die elektronische Wechselwirkung im Operator H,,.
Eine Rechtfertigung fiir dieses Vorgehen werden wir an spiterer Stelle geben.

(22)
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Mit der Vernachlidssigung zerfallt der Operator Hy des UA in eine Summe von
Einteilchenoperatoren fiir wasserstoffihnliche Atome der Kernladung Z, also
in eine Summe von Operatoren der Form (4). Wir kénnen ¢, daher als anti-
symmetrisiertes Produkt von wasserstoffihnlichen Spinorbitalen ), ..., py*, also
als Slaterdeterminante schreiben:

Go=Iw; ... Pyl (23)

{oc, fir my=1/2
V= @; .
p, fir my=-—1/

mit
L i=1,...N).

Dabei sind ¢,..., oy* die wasserstoffihnlichen Ortsfunktionen. Bekanntlich sind
diese orthonormiert; daher sind auch die Spinorbitale y; orthonormiert, so da
die fiir das Rechnen mit Slaterdeterminanten bekannte Gleichung (vgl. z.B.
Kotani [12], S. 49)

1 N
j‘bo(bgdl’/ = N ;1 @i(ry) of(ry) (24a)

gilt. Daraus folgt sofort durch Koordinatentranslation

(P90 (Pgol* 47 = 1 3. oR=r) ot R=r)). (24)
Nicht so unmittelbar einzusehen ist die Gleichung (Beweis: [13])
[ [po Pos + ¢ Poldr
-~ z (= 7% L) 0P R = y) + 07 () R — )] +cR+ORY. (249

Die GroBen [;(j=1, ..., N) in (24c) sind die Bahndrehimpulsquantenzahlen der
Orbitalfunktionen ¢;; c ist eine beziiglich R konstante Grofle, die von N und dem
Besetzungszustand der Slaterdeterminante abhidngt, deren genaue Kenntnis sich
jedoch eriibrigt.

Setzen wir nun die Gl (24a—c) und A= Z,/Z in (22) ein, so 146t sich der DQ
mit der Abkiirzung

b3
FAZaZg R)=Z3|0,R)> + Z, Zyq(— 1)'*" [0} (0)¢:(R) + 0} (R);(0)] 25)
+ Z3] 9,0
in der Form
(1/Z% Y. fi(Z4,Zg,R)+ cR+O(R?)
( % _ i=1 (26)
90 (123)'Y fiZy ZaR)+ cR+ O(R?)

i=1

schreiben. Wir suchen nun die R-Entwicklung dieses Ausdrucks. Dazu bilden wir
zunéchst die R-Entwicklung von fi(Z,,Zg,R):

4 Dielndices L,..., N von i (bzw. @) stehen dabei fiir die Quantenzahlen n,, [, m,und mg;(i=1,...,N).
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Statt der abgekiirzten Schreibweise o; fiir die wasserstoffdhnlichen Funktionen
notieren wir nun ausfiihrlicher ¢, (r,0,$), wobei r,0,¢ Kugelkoordinaten mit
dem UA als Zentrum sind. Wir denken sie uns so gewéhlt, daB 6 =0 einem Punkt
auf der Kernverbindungslinie entspricht. Daher gilt:

(Pl(o) = an.-l,—m,- (03 0’ ¢) ]
(pl(R) = (pmliml- (R,O, ¢) .

Aus der expliziten Form der wasserstoffdhnlichen Funktionen (s. z.B. [4], S. 84)
kann man leicht herleiten:

Poim (0,0,) = (Z°/mn*)*126,60m0, (27a)
Prom(R,0,¢) = (Z*/nn*)!* [1 — ZR + O(R*)] 6,50, (27b)
@um (R,0,0)=0(R") fiir 121. (27¢)

Setzen wir (27a—c) in (25) ein, wobei die Fille /=0 und /=1 gesondert be-
trachtet werden, so erhalten wir schlieBlich

> 1;
JAZ psZ5, R)=(Z> i) {[ZA+q(_ )7 Zg)?
. (8)
—2Z\ZR[Zs+4q(=1)’ ZB]} S0 +O(R?).
Nun miissen wir uns noch iiberlegen, ob g= +1 oder g= —1 ist {g = Eigenwert

von @, vgl. 1, Gl. (14), (15)]. In I hatten wir gesehen, daB g die elektronische Paritét
des UA-Zustandes ist. Nun gilt aber fiir die Slaterdeterminante ¢, bei R—0
wegen der elektronischen Paritit der Orbitalfunktionen ¢;:

Tl
Qdo=Poo=(—1) ¢,. (29)
X1
Die Paritéit des UA-Zustandes ¢, ist also g =(— 1)’ , so daB aus (28) folgt (wegen

q°=1) '
JAZ s Zy, R)=(Z3/nn}) {(Z s + Zp)* = 2Z\ZR(Zy + Zy)} 010 + O(R?),
wasmit Z=2Z, + Zy in
filZ s Zg,R)=(Z°/nn})(1 —2Z, R) 8, , + O(R?) (30)

{ibergeht. Setzen wir (30) in (26) ein, so ergibt sich fiir den DQ

(52,

N
(1—=2Z,R) Y (Z38,,o/nn?) + cR+O(R?)
i=1
= N
(1-2ZgR) 5. (Z36,0/mn3) + cR +O(R?)
i=1

und als R-Entwicklung dieses Ausdrucks schlieSlich
(@8/0a)o=1—2(Z5~ Zp) R+ O(R?). (31
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Wie wir sehen, hidngt der Koeffizient des in R linearen Gliedes iiberhaupt nicht
von den GréBen n;,l,m; und ¢ ab; (31) gilt somit fiir belicbige Besetzung der
Slaterdeterminante (23) mit wasserstoffihnlichen Funktionen. Zudem haben wir
mit (31) genau die gleiche R-Entwicklung des DQ erhalten wie durch die numeri-
schen Rechnungen [vgl. Gl (20)].

Die Ubereinstimmung der R-Entwicklungen, die wir durch die numerischen
Rechnungen und die soeben durchgefiihrten Betrachtungen gefunden haben, ist
gerade die Rechtfertigung dafiir, daB die elektronische Wechselwirkung vernach-
lassigt werden darf. Bei der numerischen Berechnung des DQ fiir HeH* wurde
die Wechselwirkung nédmlich mit der NO-Entwicklung (16) in nullter und mit
Gl (17) in erster Nédherung beriicksichtigt. Das Resultat (20) ist jedoch das gleiche
wie bei Vernachldssigung der Wechselwirkung [GL. (31)].

Wir konnen die R-Entwicklung des DQ mittels u-Theorie nullter Naherung
auch bis zum in R quadratischen Glied ausfithren. Dazu ist das Integral (24c)
explizit zu 16sen. Ohne auf die zahlreichen Einzelheiten der Integralberechnungen
und der Reihenentwicklungen einzugehen, geben wir das Ergebnis fiir Molekiile
mit zwei, drei und vier Elektronen [zum Vergleich auch fiir solche mit nur einem
Elektron nach Gl (13)] im Grundzustand an:

(gp/0a)o=1—2(Z5— Zy)R
Z,—Zy fiir ein Elektron
Z,—Zy  fiir zwei Elektronen

+2(Zy—Zg) R?- 32
(Za=2y) Zn—Zy—Z/136  fiir drei Elektronen 2

Zy—Zy—7Z/72 fiir vier Elektronen
+0(R?).

Die zu (32) gehorigen Kurven sind, wie schon oben erwéhnt, in Fig. 1-5 jeweils
fir Z, =2, Zy=1 mit eingetragen. Vergleichen wir die Kurven von Fig. 2-5
untereinander, so stellen wir folgendes fest:

1) Die Kurve, die zur Gl (32) fiir Molekiile mit zwei Elektronen gehort,
verhilt sich fiir kleine Kernabstinde wie die — unter Beriicksichtigung der Wechsel-
wirkung durch numerische Rechnungen gewonnenen — Kurven der p-Theorie
nullter und erster Nidherung (s. Fig. 2 und Fig. 3). Wir diirfen deshalb die Ver-
nachldssigung der Wechselwirkung auch bei der Ableitung der Gl. (32) als ge-
rechtfertigt betrachten.

2) Die zur R-Entwicklung fiir Molekiile mit vier Elektronen gehdrige Kurve
verhilt sich fiir kleine Kernabstinde anndhernd wie die zum Vergleich einge-
zeichnete SCF-Kurve (s. Fig. 5).

Diese Tatsachen bestirken uns im Vertrauen auf die Zuverldssigkeit der
GI. (32). AuBerdem scheint sich nun auch fiir Molekiile mit mehreren Elektronen
zu bestitigen, daB man mit der u-Theorie die richtige Entwicklung des DQ ein-
schlieBich des in R quadratischen Gliedes erhilt, wenn man nur die UA-Funktion
¢, kennt. Dieser Sachverhalt ist uns bereits vom -Modell und von Einelektronen-
molekiilen her geldufig.

Ein wesentliches Resultat dieser Arbeit wollen wir nun aber noch besonders
hervorheben:
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Der Koeffizient des in R linearen Gliedes bei der Entwicklung des DQ nach
dem Kernabstand, ndmlich —2(Z, — Zy) ist — jedenfalls im Rahmen der hier
gemachten N#herungen (d.h. Vernachlidssigung der Wechselwirkung und der
ausschlieBlichen Verwendung der UA-Funktion zur Berechnung des DQ) — eine
universelle GroBe fiir alle zweiatomigen Molekiile [s. Gl. (31), (32)]. Dagegen
hingen die Koeffizienten der hoheren Potenzen von R vom speziellen Molekiil
und von seinem Anregungszustand ab.

6. Reihenentwicklung des D Q fiir grofie Kernabstinde

Die bisher diskutierten R-Reihenentwicklungen des DQ konnen das Ver-
halten des DQ ihrer Natur nach nur fiir kleine R beschreiben. Um eine gute Be-
schreibung auch fiir groBe R zu erhalten, hat man nach einer geeigneten Funktion
von R zu entwickeln.

So entwickelt z.B. Robinson [11] den in 1 diskutierten Energieparameter c,
des 0-Modells nach Potenzen von exp (—2Z, R):

Cor=Za+[Z\Zy/(Zy— Zg)] e 224K
—[2R+I)Zp— Zp)  [ZpZy/(Zp — Zg)]* e+ R

+0(e 84 Ry,
Mit GI. (40) von I folgt hieraus fiir den DQ
(4573 Zi -2z R{ ( 1 ) ZaZy oz
——=——="— g R 2R+ e~
@a (ZA—ZB)2 Zya—Zy) Zy—Zy

(33)
+0(e‘4ZAR)}.

Es wire zu untersuchen, ob sich fiir den DQ von Molekiilen auch eine Entwicklung
nach exp (—2Z,R) finden l4Bt. Moglicherweise ergibt sich dafiir eine van der
Waals-Entwicklung, also eine solche nach Potenzen von 1/R. Wir kénnen jedoch
dariiber an dieser Stelle noch keine fundierten Aussagen machen.

Diese Arbeit wurde unterstiitzt aus Mitteln der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen
des Schwerpunktprogramms ,,Theoretische Chemie®.
Wir danken Herrn V. Dyczmons, der uns freundlicherweise das bei den numerischen Rechnungen
bendtigte SCF- und NO-Programm zur Verfiigung stellte.
Alle numerischen Rechnungen wurden auf der Anlage UNIVAC 1108 der ,,Gesellschaft fiir wissen-
schaftliche Datenverarbeitung mbH Géttingen* durchgefiihrt.
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